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RESUMO
Desenvolvemos um modelo da din&mica do sistema Terra-Lua» 
considerando perturbaçSes de marés.
Obtemos» com a ajuda de observaçSes paleontològicas, uma 
expressSo para o tempo de atraso de resposta das marés na Terra.
ABSTRACT
We point out a model for the dynamics of Earth-Moon 
system, including tidal perturbations.
By considering paleonthological observations, an 
expression for the tidal time delay of Earth, is obtained.
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INTRODUÇÃO
Por se tratar do corpo celeste mais próximo da Terra, a 
Lua vem sendo alvo de observaçSes por parte dos astrônomos desde 
muito tempo atrás. Sua relativamente pequena distância ao nosso 
planeta permite uma maior exatidSo na sua observaçSo em relaçSo a 
outros astros mais distantes.
isso, desde séculos atrás, astrônomos vem observando 
através de eclipses, um efeito ainda nSo formulado na época e que 
referia-se a uma aceleraçSo secular da longitude da Lua em relaçSo 
á Terra.
Em 16ÔS E. Halley tentou explicar esta aceleraçSo em 
termos de perturbaçSes gravitacionais de outros planetas. Mas seu 
modelo nSo chegou a se consagrar.
Poi no dia 10 de novembro de 1787 C ou 10 de dezembro 
segundo J. Montucla 5 que P. S. Laplace anunciou á Academia de 
Ciências seus resultados que apontavam como causa principal do 
fenômeno em questSo, a perturbaçSo do Sol sobre a excentricidade 
da órbita lunar. Laplace chegou a receber um prêmio da Academia de 
Ciências de Paris pelo seu trabalho.
Até que em 1853, J. Adams, de Cambridge, mostrou que o
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modelo de Laplace nSo estava em total acordo com as observaçSes.
Somente a partir de 1865, com o trabalho de C. Delaunay, 
que apareceram os primeiros estudos dos efeitos das marés na 
órbita da Lua e na rotaçSo da Terra. No entanto é interessante 
notar que 33 anos antes do premiado trabalho de Laplace, o 
filósofo E. Kant já havia sugerido que as marés eram a causa 
principal do aumento da duraçSo do dia.
Seguido de Delaunay, inúmeros tém sido os artigos, até 
hoje em dia, que se dedicam aos resultados de observaçSo de dados 
do passado e do presente do sistema Terra—Lua e á modelagem 
envolvendo a importante contribuiçS© dos efeitos de maré na 
perturbação de elementos orbitais de satélites naturais.
SSo exemplos os trabalhos de G. H. Darwin , P. Goldreich, 
W. M. Kaula, G. MacDonald, H. Gerstenkorn e F. Mignard.
Podemos, portanto resumir o modelo atual da seguinte
maneira:
Devido a uma distribuiçSo nSo-uni forme do potencial 
gravitacional lunar sobre a superficie terrestre, ocorre a 
formaçSo de bulbos de maré mais facilmente perceptiveis nos 
oceanos do que na matéria sólida que compSe a Terra. Pois os 
oceanos sSo formados de matéria menos viscosa.
Em funçSo da nSo-sineronicidade entre os movimentos de 
rotaçSo da Terra e o de transiaçSo da Lua, estes bulbos ficam
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movendo-se na superfície terrestre, caracterizando aquilo que 
conhecemos por correntes de maré. Este movimento da matéria menos 
viscosa cria um atrito com a matéria mais viscosa, que 
praticamente nSo sofre deformaçSo e portanto nSo gera correntes 
de maré. Tal atrito implica em uma dissipaçSo de energia na forma 
de calor. Aliás, a dissipaçSo energética nas marés oce&nicas é bem 
mais significativa nos mares e oceanos menos profundos do que nos 
mais profundos, devido ao fato de que nos mais rasos as correntes 
de maré sSo mais velozes. Tal dissipaçSo faz com que a Terra perca 
energia cinética de rotaçSo e conseqüentemente seu momento angular 
diminui. Se considerarmos o sistema Terra-Lua isolado, podemos 
concluir que seu momento angular total deve ser conservado. Logo a 
perda de rotaçSo da Terra deve ser compensada com um ganho de 
momento angular de transiaçSo da Lua, o que faz com que ela se 
afaste da Terra. Pelo fato de o torque provocado pelo efeito de 
maré sobre a Lua ser inversamente proporcional á sexta potência 
da distância entre os dois corpos, seu efeito como agente 
perturbador faz—se sentir mais acentuadamente em sistemas que 
envolvem pequenas distâncias, o que limita sua importância á 
dinâmica do sistema solar, em especial aos sistemas 
planeta-satélites. Assim sendo, no caso da interaçSo entre 
planetas e o Sol, o efeito de marés é mais pronunciável nos casos 
de Mercúrio e Vénus, mais modesto no caso da Terra e desprezível 
para os planetas mais distantes.
O modelo matemático que aqui apresentamos, mostra que 
existe uma tendência para que o sistema Terra—Lua atinja uma 
situaçSo de equilíbrio, caracterizada pela ausência de correntes 
de marés. Ou seja, a tendência é que desapareça o efeito
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dissipativo na energia total do sistama.
Vala obsarvar que o citado efeito dissipativo nS© tem 
como contribuinta as marés atmosféricas. Mesmo por que astas sSo 
formadas por mudanças da temperatura na superfície terrestre, a 
nSo por interaçSo gravi tacional com a Lua. E os movimentos 
atmosféricos tém afeito desprezível na dinâmica Terra—Lua, sa 
comparados com as marés terrestres a oceânicas. Tal observação jâ 
nSo é válida para Vénus, por exemplo. Marés atmosféricas neste 
planeta podem influenciar na dinâmica de sua rotação 
CDobrovolskis e Ingersoll, 198CD e CDobrovolskis, 1980, 19833.
As técnicas da observação para as quais chamamos a 
atenção, além da observação da eclipsas, sSo as obser vaçSes 
pal eontol ógi cas a as modernas técnicas qua empregam o uso do 
1 asar.
No que sa rafara â Paleontologia, sabemos qua os 
intervalos do tampo qua controlam os ciclos vitais dos saras qua 
habitam a Terra sâo o ano trópico, o més sinódico a o dia solar. 
Conforma J. W. Wells C19633, é possível, através da análise da 
fósseis, estimar a duraçSo destes intervalos da tempo na época em 
qua assas fósseis vivaram. O objeto da estudos da Wells foram 
corais rugosos do Devoniano Médio. Ou seja, sabe-se qua 380 
milhSes de anos atrás o ano trópico tinha 400 dias solares. 
Através da métodos da Mecânica Calaste é possivel também conhecer 
outros que sa rafaram am espacial ao passado do sistama
Terra-Lua. Cal cuia-se. a. g. , qua a duraçSo do dia solar no 
Devoniano Médio ara da 22 horas a qua a distância da Lua ara da 88
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raios terrestres» em contrapartida aos atuais 60.25 raios 
terrestres C Afonso» 1077 D.
No entanto» assim como a Paleontologia fornece dados 
relativos ao passado» as técnicas com laser fornecem dados 
relativos ao presente do sistema Terra—Lua. E com uma precisSo que 
em teoria é absoluta e que na prática só depende de melhorias 
tecnológicas. Raios laser disparados da Terra atingem refletores 
de silício instalados na superficie lunar pelo Projeto Àpollo e 
retornam ao nosso planeta» fornecendo distâncias com precisSo na 
ordem de centímetros.
Dados experimentais como estes servirSo para o 
fornecimento de parâmetros e condiçSes iniciais que serSo lançadas 
nas equaçSes dinâmicas que obtivermos.
Assim sendo» nosso trabalho consiste em: através do
formalismo dos números de Love» obtemos as expressSes da força 
perturbadora e do torque perturbador provocados pelos bulbos de 
maré da Terra. No entanto» além disso» adotamos o formalismo de 
Darwin que consiste em considerarmos a resposta da Terra A Lua» 
caracterizada pela formaçSo dos bulbos de maré» nSo imediata» mas 
com um certo atraso At. Este atraso de resposta At corresponde ao 
intervalo de tempo entre o instante em que a Terra "sente” a força 
gravi taci onal exercida pela Lua e o instante em que a maré é 
formada sobre a superfície da Terra como reaçSo A açSo da Lua.
O atraso de resposta de nosso planeta corresponde» 
atualmente» a um valor aproximado de 10 minutos.
Se a título de simplificaçSo, considerarmos a 
excentricidade da órbita lunar nula, podemos, com o auxilio de um 
algebrismo relativamente simples, obter as equaçSes que 
caracterizam as din&mlcas da distância Terra-Lua e da inclinaçSo 
do plano orbital em relaçSo a um plano inercial.
No entanto, para obtermos a equaçSo diferencial que 
fornece a dinâmica da excentricidade, ou seja, um modelo menos 
simplificado, recorremos ao formalismo Gaussiano para a Teoria das 
Per tur baçSes.
Nossa proposta neste trabalho ó fornecer uma expressSo 
para At como funçSo de parâmetros orbitais do sistema Terra—Lua ou 
mesmo do tempo, pois comumente At é tido como constante nas 
equaçSes dinâmicas. Esta constância de At normalmente nSo é uma 
hipótese bem acolhida, como pode ser visto por exemplo em Mignard, 
1978, pag. 307:
"The value of At determines the time scale of this 
problem and may ha ve been very different in the past. "
Esta expressSo para o atraso de resposta At é obtida com 
um ajuste nas equaçSes din&micas que obtivermos, de modo que, na 
integraçSo numérica, elas tenham uma evoluçSo compatível com as 
obser vaçSes paleontológi cas.
Começamos, portanto, o nosso trabalho com hipóteses 
simplificadas e depois sofisticamos nosso modelo. Com isso
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apresentamos diferentes expressSes para At» conforme o modelo que 
utilizamos.
Devemos finalmente lembrar que o estudo aqui apresentado 
é válido para outros sistemas planeta-satélite tais como 
Marte-Phobos» Netuno-TritSo, ou PIutSo-Caronte, por exemplo. Se 
insistimos em resolver apenas* o sistema Terra-Lua, isto se deve ao 
fato de que sabemos o insuficiente sobre outros sistemas.
E o que queremos dizer com isso nSo 6 apenas que 
conhecemos dados como os números de Lo ve da Terra e da Lua ou o 
atraso de resposta At. Temos também termos comparativos com 
teorias sobre a origem da Lua. Principalmente por ser este assunto 
bastante atual.
Recentemente tém sido publicados resultados sobre 
pesquisas na área de formaçSo e dinâmica do sistema solar 
envolvendo fenômenos de ressonância C Patterson, 1087 3. Em teoria 
deveria existir um planeta entre a Terra e Marte. Para explicar 
tal questSo, levanta-se a hipótese de que após a dissipaçSo do gás 
4a nebulosa solar que teria originado o nosso sistema» poderia ter 
havido uma colisSo deste hipotético planeta com a Terra. Tal 
modelo está em acordo com outro artigo escrito por Benz et oi li em 
1986.
Sobre estes resultados reside» portanto, a importância de 
nosso trabalho. Pois simulaçSes numéricas devem estar em acordo 
entre si.
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Assim sondo, no capitulo I apresentamos um primeiro 
modelo simplificado, no qual consideramos a excentricidade de 
órbita nula e a inclinaçSo orbital igualmente nula. Com os 
resultados das observações paleontológicas apresentamos, portanto, 
uma primeira aproximaçSo para o atraso de resposta At. Jâ no 
segundo capitulo apresentamos a equaçSo que define a dinâmica da 
inclinaçSo de órbita deduzida sem a necessidade do formalismo 
Gaussiano. No capitulo III temos uma segunda expressSo para At 
obtida de maneira semelhante ao capitulo I, mas assumindo como 
hipótese que nSo apenas a distância varia com o tempo, mas também 
a inclinaçSo do plano orbital da Lua e sua excentricidade de 
órbita. Até que finalmente no último capitulo realizamos 
integrações numéricas que nos conduzem a resultados que evidenciam 
que a hipótese de um At variável ó bem mais compatível com as 
atuais teorias sobre a origem do sistema Terra-Lua.
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CAPITULO I
UMA PRIMEIRA APROXIMAÇXO PARA A EXPRESSÃO DE At
I.1 Força e Torque Perturbadores
Consideramos, como uma boa aproximaçSo, o sistema 
Terra-Lua isolado, ou seja, nSo interagindo com o Sol, planetas ou 
quaisquer outros corpos celestes. Isto de imediato nos conduz a 
uma conservaçSo do momento cinético total do sistema em questSo.
Podemos também considerar, por enquanto, a órbita lunar 
como sendo circular, uma vez que sua excentricidade é de
aproximadamente 0.05.
EntSo, conforme Kaula C 1964 3, a açSo de um satélite 
sobre um planeta, causando-lhe a deformaçSo que chamamos de efeito 
de maré, pode ser estudada com o auxilio de um potencial escalar 
expandido em polinómios de Legendre:
do satélite em relaçSo ao centro do planeta e s refere-se ao
C 1-01 3
sendo que m* é a massa do satélite, r o módulo do vetor posiçSo
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Angulo entre o vetor ?*• o vetor posiçSo r do ponto onde o 
potencial é calculado. G é a constante gravitacional.
Se supomos uma resposta instantânea da def or maçSo em 
relaçSo A força aplicada entSo a Teoria dos Números de Love nos 
fornece a expressSo acima, porém, com um fator ^  em cada parcela. 
Se tomarmos apenas a parcela com 1=2, desprezando as demais, entSo 
podemos escrever o potencial adicional causado pela deformaçSo do 
planeta, sobre a superfície da Terra como sendo:
k Gm
« V  * - s - p
2r
£ 3CftK. r*32 - R*. r*2 ] C 1-02 Z>
sendo R o raio equatorial da Terra. Assim, o potencialE
perturbador fora da Terra ser A dado pela soluçSo exterior da 
equaçSo de Laplace com a condiçSo de contorno dada acima, e que 
segundo Kellogg C 1067 D é única e dada conforme vemos abaixo:
R®
UCrZ> = ueSJ>— 4- 
E r8
Para a Terra o valor do número de Love de segundo grau, 
ou seja, é de aproximadamente 0.28 conforme Lambeck et
al.C10733. Da equaçSo acima e da expressSo C 1-02 D, temos:
Gm R.   „ „  . c j_03 3e Kk r *̂ 2 2 *2 1UCrD = k -- — — -— I 3Cr.r 5 - r .r I
2r . r L J
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Para introduzirmos o atraso do resposta At em nossa 
expressSo do potencial temos que levar em consideraçSo dois fatos 
importantes:
lf- Os bulbos de maré formados na superfície terrestre sSo devidos 
a um efeito que a Lua exerceu At unidades de tempo atrAs. Ou seja 
até que a Terra atinja sua configuraçSo de equilíbrio o satélite 
natural JÀ transladou um certo trecho de órbita C figura 1.1 3.
2?— Da mesma forma» devido a este atraso na resposta A açSo da 
Lua, a Terra JA girou um certo tanto durante At unidades de tempo 
C figura 1.23.
Assim» como o potencial aditivo é uma conseqüência da 
deformaçSo da Terra. entSo faz-se necessAria uma transformação de 
coordenadas na expressSo deste potencial perturbador, conforme 
vemos a seguir:
UCr,r*3 -* UCr̂ .r*̂
donde:
r = r, r*= r*Ct—At3+<oAtxr * r — v At + «Atxr1 i
sendo v* a velocidade transi acionai da Lua e » o vetor de 
velocidade angular da Terra em torno de seu eixo.
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Fig. X. i- A translação da Lua durante o atraeo da resposta.
D
D
Fig. X. 2- A rotação da Torra durante o atraeo de reepoeta.
Expandindo o potencial com o novo sistema de coordenadas
em uma série de Taylor em tor no de r » temos o quo segue:
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V = grad'?:uM  1 ^ 1
ou seja,
V = grad ill**- r 1 I I Mvr — v I At, C 1—04 )
Como:
* -5
. ,,f— *ii 3k>G K R * f 9 c t . r > mr  .gr« V ulr-r.J|f.=?. [ r*»
2 «♦* 1 r r I
r** J C 1-05 D
entSo:
VCr,r*3 = -3— 2g ggg' Aíj  Cr. r*) I r*. C 3xr) +r. v*3
5C?.?V- r2r*2] J C 1-06 3
Nesta expansSo em séria da Taylor, assumimos somente a 
parcela de primeira ordem em At. A parcela independente . de 
At foi desprezada por estarmos interessados em efeitos seculares, 
ou seja, efeitos dissipativos. E os termos de maior ordem em At 
foram desprezados com a hipótese de que At é suficientemente 
pequeno para tanto.
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Como estamos interessados na dinâmica da Lua entSo a 
expressSo para a força perturbadora a que a própria Lua está 
sujeita devido ao efeito de maré é dada por:
? = m*. grad-»VCr, r*D I-* ■»* C 1-07 3r ir’—i*
Ou seja, retirando os asteriscos a equaçSo acima fica:
k Gm2RsJC V7IXI K r  -  1
t = -3— -— E . At |2rC r. v3 + r Crxw + v)j
Logo a expressSo do torque é dada por:
k Gm2R®u n  K r  ,if ss -3— -— At jCr, (br - r w + rxvj
C 1-08 D
C 1-00 D
1.2 Primeira EquaçSo Dinâmica
Seja o que segue:
a = a + ô c i- io  3M £
donde A refere-se ao momento cinético total do sistema e e 
sSo, respectivamente, os momentos angulares da Lua e da Terra.




Pois como anteriormente foi assumido. H é conservado por 
estarmos tratando de um sistema isolado. Como:
É_fü 1 * f  c 1-12  Ddt r
entSo:
t c f c )  ■ - f  e s
Lembrando também que:
a- ■ ■** . C 1-14 5
II = CwE
onde C é o momento principal de inércia da Terra em torno de seu 
eixo de rotaçSo, também conhecido por momento polar de inércia.
Assim sendo» das equaçSes C 1-10 D e C 1-11 5 e
observando que:
? . a M « o  « i - 1 8 3





•. Atjcr.Ibr - r2 |
mr H C 1-16 3
Se considerarmos a órbita equatorial entSo o Angulo I
entre e Ar é nulo. Logo A estÀ em uma direçSo coincidente com
as de A e A . Assim: u E
A. A = H.H C 1-17 yu u
Seja, portanto, o que segue:
KM*») - 4-atfc] - *•*.




, k Gm2R* r
jH*j * -6— -— j-E-.Atl Cr.ft>Cr. AMD - r2cA.A>
(21 . x C r I 1 -- -mr H c i- ie  :>
Fazendo
H2X =  ü  , C 1-20 D
GMm2R
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sendo M a massa da Terra, e lembrando que o módulo do momentum 
angular da Lua é calculado como segue
H = mCGMa3ixa ,M C 1-21 3




Assim, a nova grandeza X aqui definida é a distância da 
Lua à Terra colocada em termos de raios terrestres.
Assim sendo, conforme as equaçSes CI-153, Cl-173 e 
Cl-203, podemos reescrever a equaçSo Cl-103 como segue:





P = 2 n(4 p
a =
MR
T = HCGMm*R 3-1^2E
C 1-24 3
observando que P refere-se ao período de um satélite rasante â 
superfície terrestre, ou seja, cujo raio orbital é
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1. 3 Pontos de Equilíbrio do Sistema Dinâmico
Podermos, a partir da definiç&o dada á T nas equaçSes 
CI-243, a das expressSes Cl-143, Cl-173 e Cl-213, reescrever a 
equaçSo Cl-103 como segue:
TCGMm2R 34/2= CGMm2a3á̂ 2+ Cu>. C 1-25 3
Se definirmos uma grandeza Hq correspondente a um padrSo 
arbitrário de momento angular, e que é o momento angular do já 
citado satélite hipotético com a mesma massa da Lua, órbita 
equatorial e circular» cujo raio coincide com o raio terrestre, 
entSo teremos:
H = CGMm2R 31/2 C 1-26 3O E
Dividindo a equaçSo Cl-253 por temos
S .*1/2
C 1-27 3
r 't ~ y E
ou seja(
T = (31 + X1/2 C 1-28 3
donde:
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lembrando que (i JA foi definido nas equaçSes CI-243. Com isso vale
observar que X 6» portanto, a dlst&ncia adimensionalizada entre a
Terra e a Lua, Y é a velocidade angular da Terra em torno de seu
próprio eixo igualmente adi mensi onal i zada em funçSo do movimento
médio n do mesmo satélite rasante com momento angular H .
o °
Conseqüentemente, T descreve um momento angular total do sistema 
Terra-Lua adimensionalizado em termos de Ĥ .
Vai endo-se do fato que a causa do ef ei to di ssi patl vo no 
sistema Terra—Lua é o atraso de resposta At, e nSo o efeito de 
maré em si, entSo percebe—se que se At for nulo, ou seja, se 
houver um sincronismo entre os movimentos de rotaçSo da Terra e o 
de transiaçSo da Lua , a condiçSo de equilíbrio se estabelecerA. 
Deste modo nSo mais existirSo perturbaçSes nos elementos que 
definem o sistema em estudo. O leitor poderia criticar esta nossa 
heurística. No entanto, tal fato que relaciona a condiçSo de 
sincronismo com o estado de equilíbrio do sistema ser A 
posteriormente demonstrado em termos matemAticos.
Conforme a terceira Lei de Kepler,
GM = nV, C ^
onde n é o movimento médio da Lua.
Para encontrarmos a regi2o do espaço CX,Y) em que ocorre 
o equilíbrio há pouco mencionado» devemos substituir n da equaçSo 
acima por <•>, que é Justamente o que define a condiçSo de 
sincronismo. Assim temos:
w2a8= GM C 1-31 3
Logo» conforme a defini çSo dada a n^ nas equaçSes CI -295 
podemos reescrever a equação Cl-31D da seguinte maneira:
[ -.a/ 2- ! _ ]  .  !  C 1 -3 2  5K->
ou ainda»
YX3/2= 1 c 1-33 3
Substituindo este resultado na equaçSo CI—285• chegamos 
a uma equaçSo algébrica de quarto grau completa» como segue:
2 9
Y 4-  3  T Y*+ 3  7 Y2-  -X —Y + —— « O  C 1 -3 4  5
cujas soluçSes reais sSo dadas por:
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Ya * _Xâ* • Yb * “xa+ ~w ~  * donda:
x  = - 4 - Í  * 4'* ±  Br*y*GomCOmS& 1 ,  *,2 2 ^ 1  2 2 J






2  » i / i
♦  4 ) •
02tg2C2oD J
1 31''2/38''2senC2cD 4/3
a = arctg(1- w n y = arcsent -16/33T2C3/»4y'2 -]
- C 1-35 D
Sa d for positivo devemos substituir seu valor por 0 + 2 *
iz. Devemos observar também que:
x = y- 2/a C 1-36 O
As outras duas raizes de nossa equaçSo biquadrada sSo 
complexas. Para o sistema Terra-Lua tentos:
X £ 84.4A
X £  2 .3 1
y £  1 .2 9  x  10
Y £ 0.285B
-a
1 -3 7  D
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1.4 Curva da At
Do trabalho da Walls podamos in ferir qua existe, pelo 
menos desde 500 milhSes de anos atrás, uma dependência linear 
entre a velocidade angular de rotação da Terra em torno de seu 
eixo e a variaçSo instantânea da mesma no tempo. Assim sendo, com 
tal resultado baseado nas observações paleontológicas, aliado a o 
que foi obtido nas equaçSes Cl-375, é possivel escrever o que 
segue:
^  = KCY-Y 5 Cl-38 5di a
Como em nosso caso o valor de Y está diminuindo, segundo 
Wells, então K é negativo e Ŷ  é  um atrator. Por se tra ta r de uma 
equação diferencial linear, a solução da equação Cl-385 é dada
por:
Y = C Y - Y 5expCKt5 + YT A A
I
C 1-39 5
.-. Y = Y t=o
O Instante t  = O convencionamos ser o instante 
i-presente, ou seja, Ŷ  é o valor atual de Y.
Se Y = Y = YI ,cujo valor éD 11=-500 milnoes de anos
conhecido das observaçSes arqueológicas, podemos então isolar o 
valor de K na equação Cl-395.
Finalmente, se derivarmos no tempo a equação Cl-285
teremos:
ar - c I -*° 3
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Substituindo a equaçSo Cl-303 na equaçSo Cl-383, a por 
sua vez esta na equaçSo acima, chegamos a
= -2K/?X4/2C Yt- YA3expCKt3 C 1-41 3
Verificando que K é negativo, Y diminui com o tempo, cf.
Wells, Y é maior que Y e que ft é positivo. Assim verificamos naT A
expressSo obtida acima que X aumenta com o tempo, o que de fato 
vem ocorrendo há centenas de milhSes de anos.
Vamos agora reescrever as equaçSes -Cl—233 e Cl—413 da 
seguinte forma:
mesma forma, podemos ajustar uma expressSo para At de modo que 
isso ocorra, ou seja:
C 1-42 3
C 1-43 3




*CX,t3 = -2KpX4/2C Y - Y 3expCKt3T A C 1-45 3
Sabendo que as equaçSes CI—423 e Cl—433 devem evoluir da
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*cx.o
At = AtCX.O = ------
/CX3
C 1-46 D
Integrando numericamente a equaçSo Cl-413 e nSo a CI-233,
pois aquela foi obtida com base em dados experimentais* de t^=0
até t = -500 milhSes de anos, e inserindo cada par de valores f
CX.O na expressSo dada para At acima, teremos uma curva CX,AO 
que, em primeira aproximaçSo, pode ser gerada pela equaçSo de uma 
reta.
Assim sendo:
At = aX + b C 1-47 D
Para a integraçSo numérica do sistema Terra-Lua,
adotamos:
k : 3.18 x 1017/C10tfanosD2 , K = -2.60 x 10_4/C10tfanos3
T = 85. /3=26. 8, Y = 5.88 x 10"*,T
Y * 1.28 x 10"9, X = 60A O
C 1-48 Z>
Com isso temos um At de aproximadamente 11 minutos, e os 
valores para a e b sSo:
a = 2.01 x 10"42xl0tfanos




A EQUAÇZO DINÂMICA PARA A INCLINAÇKO DO PLANO ORBITAL
EH RELAÇSO AO PLANO ABSOLUTO
Consideraremos agora os efeitos seculares que as marés e 
seu atraso de resposta At exercem sobre a inclinaçSo da órbita 
lunar em relaçSo a um certo plano inercial.
Este plano inercial em Mec&nica Celeste corresponde ao 
plano principal. Aqui o definiremos como um plano cartesiano xy de 
um sistema de referência cujo eixo z, perpendicular a x e a y, ó 
coincidente com a direçSo do momentum cinético total do sistema 
Terra-Lua, conforme a figura II.1
Chamaremos de i o Angulo entre o plano orbital lunar e o 
plano principal. I é a inclinaçSo entre os planos orbital da Lua e
0 equatorial da Terra. Finalmente, J define o Angulo que o plano 
equatorial terrestre forma com o plano principal. Desta forma:
1 = i + j C 11-01 5
S e I = i = J = 0  entSo teremos uma órbita equatorial como 
JA foi visto. De acordo com o primeiro capitulo observamos que a
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condiçSo d» que o Angulo i deveria, em primeira aproximaçSo» ser 
nulo, só foi introduzida na equaçSo Cl-103 para a obtençSo da 
equaçSo dinâmica CI-233.
Fig. ZZ. 1- O  •itUina inercial d» referSncia.
No entanto, se fizermos i X O entSo podemos reescrever a 
equaçSo Cl-173 da seguinte maneira:
= H. H cos i C 11-02 3M x
Conseqüentemente as equaçSes Cl-153, CII-023, Cl-203 e
Cl-193 nos garantem o que segue:
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g£ = 4-~~£-X2+ TX9'2cos 1 - ft J C 11-03 )
Com a introduçSo da nova incógnita i em nossa equaçSo 
diferencial, devemos analisar qual a sua evoluçSo neste sistema 
dissipativo. Para tanto consideremos o que segue:
C 11-04 3
Ou seja, conforme a equaçSo Cl-165, temos:
(• * -$r )«•*-> ]r2 i + ICf). fl D C 11-05 D
Faremos agora a média de um fator de uma das parcelas da 
equaçSo acima sobre um periodo orbital:
<Cr.fba- raHa> = CH2*2- raHa> * -H^x2* y2> «
-Ha-g-C 1 + cos2i 3 C 11-06 D
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conforme as equaçSes do movimento elíptico* Assumindo que a 
excentricidade é nulA» o que Aqui corresponde a uma órbitA 
circular de raio a. Podemos* portanto reescrever a equaçSo CII-053 
do seguinte modo:
, - . a vjÜ R f „2 2 i«2 2 2.d IV% a 1 _ 2 e . .  I H a  H a  cos i
dt






* AtL. f 1 - 2* 1 C 11-07 3
r**'2 I J
Z = cos i C 11-08 3
Se i =0 entSo g| = O.
Finalmente, das equaçSes Cl-193 e Cl1-023» obtemos:
** = 4k- dt * *U-> x7 L tx8X2z C 11-09 3
Se como caso particular, considerarmos a inclinagSo i 
nula, entSo a equagSo acima fica na forma da equagSo C 1—23 5.
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CAPITULO III 
A SEGUNDA APROXIMAÇXO PARA A EXPRESSXO DE At
III.1 Força e Torque Perturbadores
Veremos agora os efeitos que as marés somadas ao 
movimento nSo sincronizado da Lua em relaçSo A rotaçSo da Terra, 
tém sobre a excentricidade da órbita lunar, em simultaneidade com 
as dinAmicas da distAncia que separa a Terra da Lua e da 
inclinaçSo do plano orbital do satélite em reiaçSo ao JA citado 
plano pri nci pal.
No que se refere Â variaçSo da excentricidade, se 
admitirmos uma órbita inicial elíptica temos que, em funçSo de ser 
o torque perturbador proporcional ao inverso da sexta potência da 
distAncia entre o planeta e o satélite, o acréscimo do momento 
cinético no satélite faz~*se perceber mais intensamente no 
pericentro do que no apocentro. E é justamente isso que gera a 
dinAmica na excentricidade orbital.
Ainda trabalharemos com a hipótese de um sistema de dois 
corpos que nSo recebe demais influências externas. Desta forma 
podemos escrever o potencial aditivo para o caso de uma resposta 
imediata, ou seja, com At nulo, conforme Mignard, 1078:
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UCrD Gm*R*Wi r ? ?* 1 
£  kl rW â r*w T ‘ ̂ [t T 5"]
l s2
C III-01 D
onde o Número de Love de ordem t.
Executando a mesma transformaçSo de coordenadas feita no 
capitulo I para a introduçSo do atraso de resposta At temos:
r = r 1-»ar = r C t
A
donde:
At 5 + wAtxr = r - v At + coxr At
C III-02 D
Podemos» entSo, reescrever o novo potencial como segue:




* •r . rA A
”i{v O  --nr^Tirr
A A
C III-03 D
•»*Se expandirmos U em uma série de Taylor em torno de r ,
o termo de primeira ordem em At ser A:
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h -r ] C III-04 3
onde o primeiro fator da expressSo acima 6 dado como segue:
V ^ lr V *1 I i
t f *b2 t ♦ i.k,a» Rl E
a * p*P|Cx5“V i Cr,r D——j- 1 ar 1 r
, »^d B % f r Cr. ir*Dr* ll C III-05 3
Assim sendo, cada parcela do potencial U expandido em 
série de Taylor, pode ser escrita, conforme a expressSo CIII-043, 
como segue:
V = k Gm*AtR2l l E f r -v5l— rr5*-----------—
r.C v 3 , * p ;c*9
r. r J
C III-06 3
p*Cx3 = P,Cx3 l dx l
A parcela independente de At nSo foi considerada por 
estarmos interessados nos efeitos dissipativos. E os termos em At 
de ordens superiores foram desprezados por considerarmos At 
suficientemente pequeno para tanto.
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Mas,
?,= m*9 V,, donde P * > ff, I r. I ^  I
Fazendo r = r*, pois estamos interessados nas
periurbaçSes seculares exercidas sobre a própria Lua» Lemos:
P rn -k Gm2AtR2Wâ [  î-PIC1:>1I I I I r2 I r*l*+ 1 I
J,.]]
Lembrando que P’C1D = ■ » resulta
C III-07 3
tr  -Sm'kjAt-R*1*1. — ['
. «♦ - I. V + rxxi) J Ii£^Ü2_rac^ ? S D  C III-08 D
Sendo f = entSo
V  " * r
Logo:
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f.» -Gm*k AtR*U‘ l l E r
1 | 1C^ - (  C r . S a r
2-» ■» r « + rxv )] C III-09 D
pois r xCrxcoD = Cr.wDr - Cr»r2<&.
III.2 O Formalismo Gaussiano
Utilizaremos agora o formalismo gaussiano para a Teoria
das Per tur baçSes, na obtençSo das equaçSes dinâmicas que 
caracterizam o sistema em questSo. Sejam R, S e W trés 
componentes mutuamente perpendiculares entre si > da aceleração
6 a componente da aceleraçSo na direçSo do raio vetor » S 6 a 
componente da mesma na direçSo paralela ao plano orbital e 
perpendicular ao raio vetor, e, finalmente, W trata-se da terceira 






R 8 ) R ; s  = > S, ; T * } T C 111-10*3
l£a 1 iS’a 1 iÉa 1
Observando que mirxv, cujo módulo, para excentricidade
nSo desprezível, é dado como segue:
i/2
2 - „ 2̂ 1/2Hm= mna Cl-e 3 n = |-^-| C III-11 3
sendo e a excentricidade de órbita. Assim as seguintes relaçSes 
sSo válidas:
v. CA xr3 = mCv. CCrxv3xr3 = mCCrxv3. Crxv33, ou seja,M
v.cA xr3 = mn2a4Cl-e23 C III-12 3
cAxr3.Crxu3 = mCCrxv3xr3. Crxw3 = mCw. CCCrxv3xr3xr33, ou seja,
cA xr3.Crxco3 = -mr2na2Cl-e234/2w. cos I C 111-13 3M
A . Crx<o3 = mCrxv3.Crxw3 = mr«CoxCrxv33 =M
mr JwxCrxv3 |cosCu + lOsen I , ou seja.
A . Crxu3 = mrna2Cl-e234/,2ci». cosCw v>3. sen I C III-14 3u
donde e i* sSo, respectivamente, a longitude do perlélio medido 
do nodo ascendente e a anomalia verdadeira do satélite. Agora
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podemos desenvolver a s  expressSes pare R̂ , S e Ŵ » conforme as 
equaçSes CIII-103:
 i r Cl+lXt-EO tf.vf.f *
l pr s«l*s> [ °
1C1+1D _—,——--- r*Cr. vdJ, ou seja.
-Gm2k AtR21 + *
R = ----- L * Cr.vI>Cl+i:>2 C 111-15 Dl 2 U Spr
, , 4  A •* * A í AMas r = rr ; v = rr + rôo.
onde o ponto denota a derivada em relaçSo ao tempo. Os versores r 
e o sSo mutuamente perpendiculares entre si, sendo que a pertence 
ao plano orbital. Ji B refere—se A velocidade angular da Lua. 
Assim
-* -» • naer. sen v
r*v * rr = r< ÍVZ7T  Cl-e 3
2 , n2(U2>
R = -G m . k AtR2UlCl+lD2-------— ----- f— —I sen vl V  l * a2WaCl-e234''2 l r J
C III-16 D
~  f lCAjí?_.r»fv.CH ^  + CrxoO.CH xrtll
1 itr* |HM»* | L 2 l “ M JJ
3S
(ocos I f a '|2U21
aai+» I r J J’ C III-17 3
V
i~ 2. .. B21 +1-Gm k, AtRl E
2 ( U S >j/r mna
1_______[ 1C1+:
L  5
415 -.r2HM.CrxuS 1 *
w =wl
-Gm2 k, At R21 +11C1 +1D u>l E
2/ja21 + a
2l+a
cosC (o + iO. sen I C 111-18 D
sendo as equaçSes dinâmicas dadas por:
da
dt nCl  í2*1/2 I -e D *•
R. e. sen v + Cl
. 2^1/2 de C1 -e Dar na R. sen v» + S ( 4 - - ea +  C O S  V ) ] C 111-19 D
dl _ r. cosC (0+»O y
dt 2̂ 4 2* 1/2na Cl-e 3
Faremos uma expansSo do movimento elíptico em termos de 
uma série finita de potências de e, utilizando o formalismo dos 
coeficientes de Hansen.
Seja, portanto, <] |> uma média de | 1 • Desta
forma
< R. e. sen v> -
-Gm*k, A tn C l *1 :>a»aR a 1 * 1 , ,  _ -2<U2> „ .
 i _  --- E-----/ f- i- 1  ..n av>\
-<3mak. AtnCl +13a*aRa1 *4 r i r  ,  %*U4v i r  » i*1** v ■>




^ - ~ J Jcos = HCJ.13
m cos C2v3^ = HC J , 23>
C III-21 5
Sendo válida a seguinte fórmula de recorrência:
2Ç1-e23,HC J ,23 * HC J , 0 3  ^  j -13 J •*•! »13 , C III-22 3
podemos escrever as seguintes relaçSes:
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HC J, 05 *
HCJ.15 *




Coeficientes A. e B. sSo dados para alguns valores de j,J i
conforme as tabelas abaixo:
T o b * l a  XXX. Ol
i ♦ 3.’+ -ã-,
i * s.*. _ i = .«
8 ,  ̂ 15 2 45 * 51  +   s e — , e 4   se— . e + 16 *
1  4
21 2. 105 4 .  35 <s
■2- "5— ' W e
„ _ „ A 4 4 2, 210 4 35 tf. 35 a10 14-14e + 8 1. e + — j—. e + i ̂  “■ ®
T a b « l a  ZZZ.02
J B.i
6 2e + —g—. e*
7 5 . 15 9 . 5 o2 .e + ^ . © -f lfe .e
8 3e + . e®+ -if-. eB
9 7 . 1 0 5  a. 105 35 2 . e —-8 . e + - j-g .e . e
10 . A ^  35 #. 35 7 4e 4 21 e 4 — . e 4 —ĵ g—• ©
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Estas sSo as tabelas dos A. e B. que utilizaremos emi 3
nosso trabalho.
Desta maneira temos
, v -Gm2k, AtnCl+l}2e2R2W4
(Re. sen --- — -f--- C HC21 +4.0D - HC21 +4.2Z) 3
\ l / 2MaaWaCl-ea:>4xa
ou seja.
-Gm2k.R2l+1AtCl+lD2Cl-e2}4/2e.n
/R e. sen v»\ = ----- — --------—,—  -----------HC21+5,1>
\ l / uC21 +33 a*iC21 } *
C III-24 3
A expressSo para a expansSo de — — é obtida de maneira
análoga:
-Gm2k. AtR2l+4lCl+lDn r Cl-eT HC21 +6,03 -
< ^ > ---------t£**-------1
*>• cos J— HC21 ->-4.03 1 C III-25 5]
Para 1=2 obtemos
o que nos conduz a
-9Gm2k R®At.n.e2 r , Rib 2 4-   — . 6 H<
v wo  ic u• .  
R e.sen i>\ = ------ * * — ---1 l
- 2 / 2/ua Cl-e 3 L
i|-.e4+ -gf--** I C III-26 3
. _ -3G »ak 2R °A t. r, r- }--------
\ r 2/ 7 I 2^8 I 4' ' /ja [ Cl-e 3 '
]
35 6^ 35 a 1 (ù cos I f „ . 15 2 .-.e + , ̂  . e I -  .----------- . I 1 + — . e +128 J n cl_e2DiS/ 2 l 24
8 16 )]45 -.e4+ -rl-.e* Il C III -27 3
Substituindo estes resultados na equaçSo CIII-193 
encontramos
dX ^ 2k2n>2At T ! f
dt M. fj. P2X7 [ Cl-ea3àS"2 [
„  ̂ 31 2 255 4 185 «s1 + -g-, e + — g— , e + — jg-. e +
25■gar­ ai . o>. cos I f „ . 15 2. 45 4 5 «Il’ ]  « c i V ï - l 1 “ S “  —  J  J C III-28 3
Para a obtençSo da segunda equaçSo dinâmica, ou seja, a 
variaçSo temporal da excentricidade, é necessário expandir as
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par col as R̂ e»n v e Ŝ Co~1-r̂ 'CoaD + cos i»5,
Da equaçSo CIII-243 temos:
-Gmak, R21 ■"1 AtC 1 +13 2C1-ea3 iX2n
1 K  . HC21+5.13 C III-20 3(Ri‘*n R) ■  »w.jjC21 +33. a
Já a segunda expansSo ó encaminhada como segue:
. , , NV -Gm2k, At.R2l + 1lCl+13.n r
<M -4-• * - ' “ > )>--------^ --------[
Cl-e2Jiy2̂  HC21 +5,03 - HC21 +4,CO + eHC21 +5,ID J -
0) os I £ HC21+3,05 - HC21 +2,03 + eHC21+3,13 Jj C 111-30 3
Aplicando a seguinte fórmula de recorrência:
HC J , 03 = -----L _ _ £ hC J - 1 .03  + eH C J-1 ,1 3  J ,  C 111-31 3
ás equaçSes CIII-233 e fazendo 1=2, temos o que segue:
. , „ v -6Gm2k At. R*n T
<*,(+ - • -  -)> • ■
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A A, . 2 ^ 8/2 40 , , _2 ^1/2 S
c 1 ' • 5 • .. ,.,7^- - c 1 - » 3 • f. m 'aT TCl-e D Cl-o j
Í Cl-e23A-------- •---------- 2---  | | c II1-32 DCl-e2:»4" 2 C l - e ^ “__ 1 1J  J
Substituindo este último resultado e a equaçSo CIII—29D 
para l —2 na segunda expressSo das equaçSes Cl II-193» e aplicando 
as expansSes dadas nas tabelas III. 01 e III.02» obtemos finalmente 
a segunda equaçSo dinâmica para a funçSo perturbadora:
|® » i a A  — ------ -i— —  í s. * -IS-..3*
dl * IM» x L l 4 8
45 7  1 ^  «  C O S  I f 11 _ 33 11 I r t t t - o o
-BS--* J + — • e l.,» 3»"[ S ~ m S” * 1 B - *  Jl <nI33)
Para obtermos nossa terceira e última equaçSo 
diferencial» que descreve nosso sistema dinâmico» devemos observar 
as seguintes relaçSes:





A primeira relaçSo foi obtida a partir do módulo do 
produto externo entre a equaçSo Cl-103 e o momento cinético da 
Lua. JA a segunda é a terceira Lei de Kepler» Conforme a equaçSo 
Cl-305.
Reescrevendo a equaçSo ClII-345 como segue
TCGMm2R 51/2sen i
sen I = ------- 5--------- , C III-36 5
Cu>
e substituindo este resultado Junto com as expressSes ClII-355 
ClII-185 na terceira das equaçSes CII1-195 temos
-a*''“<3m*k,R At.lCl+13.u , . ,al.2 _ TCGMm*R 3lx’s«n i ___________ “  f* Vdt  J2CGM5 paCl-e 5 a v ' Co>
Fazendo l = 2 e observando as relaçSes CI-2ÍD e Cl—2Q5t 
chegamos a
.. -12n2k m2At. ju. T. sen i r
“  = ------ 1---------------cos Cw + vOÍ— | C III-37 5dt »• r J
Mas:
logo
cos2C« + ^ g ■ y-j^  = —g—HC6,05 C III -38 5
é3
.. -6n2k m2At7sen i
ar ~ - , i" *!.>■; ^ l i  * 3 . - * 1 C in-38 i
ax> M2P2«X4B'2C1 Z s ? -(* + *  + s — }
Se fizermos e=0, obteremos a equaçSo CII-073.
III.3 ExpressSo de At
Se multiplicarmos a equaçSo Cl-103 internamente por 
teremos a seguinte relaçSo:
Hcos 1 - H cos I = HE M C III-40 3
Recapitulando, ainda, que
H = TCGMm2R 31/2;E
H * Co>: H =mna2C 1 -e234/2E * M
C III-41 3
podemos reescrever a equaçSo CIII—403 da seguinte maneira:
:os I rXa/2cos i - X2Cl-e231/2] C III-42 3
ou, conforme a equaçSo CIII-353,
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[ .1X2




_  . „i/í,. a.i/a_ Tc os 1 - X Cl-e )cos I = -
CT2- 2TX1''2Cl-e23A'/2cos 1 ♦ XCl-e23 3 ^




-Ti sen 1 - XCl-e23A'2 eeX
1 X 2
2X 1 X 2 2 * . 1 X 2Cl-e 3
Tcos i d 
cos 1 '• 3t |cos i j
XA'2Cl-e
cos o]
donde, conforme equaçSo CIII-443
d f t1 1 f -T2XCl-e23i/2sen2i A 2T2XA/2eêsen2i
lCOS JJ = t [--------- ^ ---------dtl J 2|  „ 1 X 2  C 1  ^ 2 ^ 1 X 2









No primoiro capitulo admitimos » * KCw - <<a^‘ *s*'° 60
multiplicarmos a equaçSo Cl-383 por ng. Aqui consideraremos apenas 
os resultados das observaçSes paleontológicas onde &> 6 linearmente 
dependente de <•>. O motivo reside no fato de que no primeiro 
capitulo fizemos uma 1ntegraçSo numérica no periodo do Devoniano 
Médio aos dias atuais. A presença de 6>a na expressSo de o> 
consistia em um refinamento das informaçSes sobre este periodo.
Por termos a intençSo de extrapolar certos resultados, o 
que posteriormente ficará mais claro, suporemos
ú  = K ’u> C 111-47 D
Se compararmos esta equaçSo com a equaçSo C111 —45D, 
poderemos obter uma expressSo para o atraso de resposta At como 





mCGMD I ee. X XCl-e j
FC X, e, i 3 = --- — ------ 1-Ti sen i +.. -.2/2 . I r4 2^1/2 ov4/2MoR cos II  Ci-e j 2X
-5 - T cOS,1 .p|.I C O S  I IXiy*CÍ-e"s ^ _ *---  * c III-49 3cos
sendo X, e, i e D dados como segue:
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S4n‘ k. “2 f  1 fX = 31 2  255 4 18 5  d
nCl
25 «1 «ocos I f  ( . 15  a . 45  5  oi I1 * - S-* “ 5-* TB--* JJ C I I I -5 0  D
i =
-6n2k m2T. sen 1 2
M2P2aXiax2Cl
1 + 3. e + C I I I -51 3
e  =
12n2k m2 2
M/jP2X* 2 . .  * 2 X 2  (




I J  11 A 33  A  11
Z ^ * l ~  — T *  Ä +  T B T m  J J C I I I -5 2  3
1 f -r











Percebemos entSo que a expressSo para At, dada pela 
equaçSo CIII -483, nSo 4 simples. Se fizermos e * O e 1 = O, como 
um caso particular, concluiremos que I, 1, e e D se anulam. 
Quanto 4 expressSo para X, temos o seguinte:
24n2k m2 r
X = ----- ----1 -1 + 1, C III-54 3
MpP2X7 L n i
de modo que a expressSo para F é dada por
FCX,e,i3 = —  c ^
2MotR8//2XáX2
Logo, a equaçSo de At neste caso particular pode ser 
escrita como
-oM2K*jUP2X1^ 2CT - X1/23
At =   C III-56 3
12nam*k2C-/3 + TX®'*- Xa3
cuja representaçSo é dada no gr&fico III.01.
No intervalo que compreende X^ até X^.^, ou seja, desde
330 milhSes de anos atrás até hoje, a curva AtCX3 6, em primeira
aproximaçSo, uma reta, conforme vimos no primeiro capitulo.
Outra observaçSo que gostaríamos de levantar é que, a
despeito da dependência linear entre o> e ser verificada em um
intervalo de tempo de centenas de milhSes de anos, o que
48
corresponde a um período multo pequeno eomparado com as escalas 
geológicas, tal hipótese levada a cabo sobre um intervalo de tempo 
maior conduz a uma curva de At, que do ponto de vista qualitativo 
corresponde A realidade. Pois sabemos que para a atual dependência 
linear entre u> e <■>, o atraso de resposta vem aumentando com o 
tempo. Mas sabemos também que, no futuro, quando o sistema 
Terra-Lua atingir seu estado de equilíbrio, deverA existir um 
sincronismo entre a rotaçSo da Terra e a translaçSo da Lua que por 
sua vez deverA zerar At ou tornA—lo infinito, conforme posiçSo 
relativa dos bulbos de maré.
Orófioo XXX. Oi - A  curva do atraoo do roopoota para oxeontricidado 




IV. 1 Pontos de Equilíbrio do SIstema
O si stema dinâmico até aqui desenvolvido pode ser 
reescrito da seguinte maneira:
2 2 rdX . 2*" fc,» At r -1 f 31 «+ 2SB «+
d t Mk P*X7C 1 -.* 5  [  I- 2  ' 8
185 _<s, 25  ̂ w. cos I f , A 15 45n r —  ♦  - s i —  J *  nC1 1 +  - a —  *  +
)]2-. e* II C IV-01 D
de 12n2k2m2At.e [* ±  ̂ 13g 2 i35 ^
*  =   1  cT-e2^ ^  “
45 tfl  ̂ w. cos I f 11 33 11
^ • J  nCl-e2Z>®̂  5~ “TB"“ J J C IV-02 3
.. -6ir2k m2At. Tsen i* ----- *----------- 1 1 + 3e*+ e* I C IV-03 5
dt M*P*oX‘-"Cl
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Porcobemos que os pontos CX»e,12 1guai s a C0,e,12,
CX,l,i2, ou CO,1,13 sXo singularidades no sistema dinâmico em 
questSo.
Identificaremos, agora, os pontos de equilibrio de nosso
sistema. A equaçSo CIV-03D pode zerar somente quando a inclinação
i anuiar-se, pois os quatro valores de e que podem zerar o fator 1
+ 3e*+ C3/̂ 8)o* da citada equaçSo sSo complexos. Em nosso problema
e é uma variável real compreendida no intervalo de zero a um,
exclusive o um.
Na equaçSo CIV-023 percebemos que se e=0 entSo de/dt
anula—se. Provaremos que es0 6 o único valor da excentricidade que
pode anular simultaneamente de/dt e dX/dt. Para tanto, suponhamos,
dX dopor absurdo, que exista um • ̂  O que zere e simultaneamente.
Para isto ocorrer, deveriamos, conforme as equaçSes 
dinâmicas, ter a igualdade abaixo satisfeita para algum e * O:








135 1 3 5— g— .e + 45“64“
í1 +
15 2 45 a.~g-.e ♦ g—■ ° + 5 «rtTB- ’ ® J
C IV-04 3
11 33 2 11
S T ' •  + “TB" J
No intervalo [0,1], o único valor de e que satisfaz a 
igualdade acima ó e * 1.
Logo, e-0 6 o único valor real que pode zerar de/dt, 
independentemente da razffo «✓n.
Quanto à expressSo para para dX/dt, se e=0 e i=0 sSo
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 av r 1  f -i + 1?x 7 L n J C IV-OS 3
Assim sendo, a expressão acima d nula se e somente se to = 
n, que ó justamente a j& citada condição de sincronismo. Conforme 
vi mós no primeiro capitulo, tal condição de sincronismo somente 
existe quando X ■ X^ ou X = X̂ . Ou seja, CX,e,i3 = CX^^.0,03 são 
os únicos dois pontos de equilíbrio de nosso sistema dinâmico.
Nós aqui nos preocupamos com os pontos de equilíbrio
antes mesmo da integração numórica propriamente dita, para que 
fique facilitado o estudo dos diagramas de fase gerados pelas 
soluçSes das equaçSes diferenciais CIV—013, CIV—022 e CIV-033.
IV.2 Integração Numórica
Devido à alta não linearidade das citadas equaçSes 
diferenciais que caracterizam a dinâmica do sistema Terra-Lua, 
causada fundamentalmente pelas altas potóncias de X, a integração 
numórica torna—se dificultosa. Esta dificuldade não surge no
período que vai do Devoniano ató hoje. Ela ó mais perceptível se
fizermos uma integração de hoje para um passado mais remoto.
Para que possamos, portanto, executar nosso trabalho,








25 .«1 . to. cos I í, . 15 a. 45II + — =r~. e ++ <*.c r





de "2Mo‘ | -1 fU 135 a 135e +
di /uTX^sen i Cl - e2)l/2  ̂ 4 8
45 7  ,  A
64- ô 1 +
*1  u. cos I r 11 33 a, 11 rtl rJ   n  l ~ 2 - e  +  4 ~ ’ e  +  1 B - e  J l *  I
1 +3e*+ ê J C IV-07 D
-MaPa«Xia/aCl - ea!>5 , ^
= — H_I-------II —  |l + 3ea+ -f- ®4] " c IV-08 3
6nak maAtTsen 1 2
Com Isso, um integrador Runge-Kutta de quarta ordem pode 
perfeitamente ser aplicado nestas equaçSes. Percebe-se que a 
obtenção das triplas CX,e,l) independe de At. O atraso de resposta
somente influenciará a escala temporal do problema.
O resultado relevante aqui neste trabalho, é que se
fizermos a integração das equaçSes CIV-063 e CIV-07D, obtendo 
desta forma as triplas CX,e,13 que serão substituídas na 
integração da equação CIV-08D, para a obtenção de escalas de
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tempo» podemos ter dois resultados bem distintos:
1?- Se considerarmos o atraso de resposta At constante, conforme o 
formalismo de Mignard, entSo condiçSes iniciais correspondentes As 
atuais excentricidade, distância e inclinaçSo, para uma integraçSo 
em que o passo de i seja positivo Cpara o passado^, conduzirSo a 
um ponto de máxima aproximaçSo em -1.57 bilhSo de anos.
2?- Se, no entanto, considerarmos um atraso de resposta At 
variável, cuja expressSo é fornecida pela equaçSo CIII-48}, e 
inserirmos esta variaçSo na equaçSo CIV-08D, teremos uma escala de 
tempo consideravelmente maior. Pelas equaçSes dinâmicas, tal ponto 
de máxima aproximaçSo ocorre em -6.60 bilhSes de anos.
A segunda hipótese de um At variável, mesmo baseada em 
observaçSes paleontológicas que compreendem um periodo de centenas 
de milhSes de anos, a qual foi extrapolada para um intervalo de 
tempo consideravelmente maior, é bem mais compatível com as 
modernas teorias sobre a formaçSo do sistema Terra-Lua do que a 
consideraçSo de um At constante. Este aumento na escala de tempo 
deve-se ao fato de At diminuir para o passado.
A seguir temos alguns gráficos resultantes da integraçSo
numérica.
Sá

















Gráfico IV. Ol- Voiocidado angular do rotação da Torra no oixo dao 
absciooao o a variação da mosma no tompo, no oixo 
dao ordonadao. A intogração numorica d foita do 
Dovoniano ai d hojo.
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Gráfico XV. 02- X versus l, com oiroso de rssposio constante.
Observamos aqui que & medida que o tempo flui para o 
futuro» a curva de IntegraçSo asslntota X — 84.8, que é uma das 
coordenadas de um ponto de equilíbrio.
56
G r á f ic o  z v .  0 8 -  •  v . r . u »  I, com  a lrc w o  dm rmmp o . t o  c o n .  ta n to .
Vemos que para um Intervalo de tempo muito grande CIO 
bilhSes de anosD, a excentricidade ainda aumenta. Sabendo que o 
sistema Terra-Lua tende para uma situaçSo de equilíbrio estável, e 
que esta situaçSo corresponde a uma excentricidade nula, entSo 
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Gráfico XV. 04- i vor.ua t, com atraso do roopoota con.tantó.
A incllnaçSo lentamente asslntota a reta 1=0. Por este 
gráfico também percebemos que a condi çSo de equilíbrio se 
estabelecerá após muito tempo.
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Gráfico XV. OS- X  vorouo l, com atraso do roopoota varia vol.
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Orófieo XV. O  tf- • versus t, com atraso de resposta variável.
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Apresentamos aqui uma expressSo para o atraso de resposta 
das marés na Terra, em funçSo de elementos orbitais da Lua 
Cdistância Terra-Lua, excentricidade orbital e inclinaçSo do plano 
de órbita). Ela é um fator de correçSo para que as equaçSes 
dinâmicas satisfaçam a observaçSes paleontológicas.
No que se refere ao per iodo que vem do Devoniano Médio
até os dias de hoje, se partirmos de condiçSes iniciais
correspondentes aos atuais valores de excentricidade, inclinaçSo e
semi-eixo maior da órbita lunar, a integraçSo numérica para o 
passado evidenciará que o valor de At hâ 380 milhSes de anos era 
20y» menor que o atual. Isto mostra a importância de nosso
trabalho mesmo para períodos de tempo relativamente pequenos.
A consideração de que u> é linearmente dependente de <■>, 
conforme se deduz das observaçSes paleontológicas, é bastante 
razoável, como pode ser observado no gráfico IV. 01.
Além disso, a consideração feita por Mignard, de um 
atraso de resposta constante, conduz a uma integraçSo numérica que 
nos dá o ponto de menor distância Terra-Lua há 1.6 bilhSo de anos. 
Porém, ao introduzirmos o fator de correçSo em At, obtido com a
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ajuda da arqueologia, podamos tar um sistama qua nos fornaca o 
ponto da manor distância há cerca da 6.6 bllhSas da anos, o qua d 
mais compatival com as atuais taorias qua mostram qua o sistema 
Tarra-Lua surgiu há paio manos 4.5 bilhSas da anos.
Um modalo mais praciso podaria lavar am considaraçSo a 
intaraçSo do sistama Tarra-Lua com o Sol Cproblama da trás 
corpos}. Já uma manaira da ganaralizar asta trabalho ó lavar am 
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